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Основные уравнения теории упругости 

Физические уравнения теории упругости   
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Сводка основных уравнений теории упругости 
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Постановка задач теории упругости 

Прямая задача теории упругости 

Дано упругое тело, на которое наложены некоторые связи и действуют извест-
ные объемные и поверхностные силы. Требуется определить перемещения, деформа-
ции и напряжения во всех точках тела. 

В некоторых случаях на поверхности тела могут быть заданы не усилия, а пере-
мещения. Или на части границы заданы усилия, а на другой части  перемещения. 

Таким образом, требуется найти: 
 

 
 

 
 

 

 

 
Кирхгофом в 1859 году была доказана теорема о единственности решения пря-

мой задачи теории упругости. 
Аналитическое решение прямой задачи в общем случае невозможно. Лишь для 

некоторых частных случаев получены точные решения. Эти решения используются 
как эталонные, с которыми можно сравнить приближенные решения, полученные с 
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помощью введения определенных дополнительных гипотез, а также оценить точ-
ность решений, полученных численными методами. 

Обратная задача теории упругости 
В этом случае задаются функциями перемещений или напряжений и определяют, 

каким внешним нагрузкам соответствует рассматриваемое напряженно-деформируе-
мое состояние. 

Эта задача особенно легко решается, если заданы перемещения u, v, w во всех 
точках тела, включая границу. В этом случае из уравнений Коши находим деформа-
ции, затем из закона Гука в обратной форме определяем напряжения. Внешние объ-
емные и поверхностные нагрузки определяются из уравнений равновесия и условий 
на границе. Обратная задача проще прямой, но не имеет практического значения. 

Методы решения прямой задачи теории упругости 

Решение задачи теории упругости в перемещениях 
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Решение задачи теории упругости в напряжениях   

 
При решении задачи теории упругости в напряжениях за основные неизвестные 

принимают шесть составляющих напряжений: 
x y z xy yz zx, , , , , .       Для их отыс-

кания трех уравнений равновесия (7) недостаточно. Чтобы получить дополнительные 
уравнения выразим уравнения неразрывности деформаций (10) через напряжения. 
Подставляя в первое уравнение (10) выражения деформаций (11), получим 
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Полуобратный метод Сен-Венана 

Решение прямой задачи теории упругости очень сложно и в общем случае невоз-
можно. Обратная постановка задачи часто не соответствует потребностям практики, 
так как обычно встречаются задачи в прямой постановке. При этом известны гранич-
ные условия и требуется определить во всех точках тела напряжения, деформации и 
перемещения, соответствующие данным граничным условиям. 

Сен-Венаном был предложен полуобратный способ, суть которого заключается 
в том, что при решении задач теории упругости задаются частью перемещений и ча-
стью напряжений, а недостающие компоненты определяются из уравнений теории 
упругости так, чтобы удовлетворялись все уравнения теории упругости и граничные 
условия. 

Этим методом Сен-Венан решил задачи о кручении бруса некруглого сечения и 
об изгибе бруса. 

 


