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ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИЗГИБА ПЛАСТИНОК

Точных решений важных для практики задач теории изгиба плит известно
очень мало. Поэтому важное значение приобрели вариационные методы,
позволяющие эффективно получать приближенные решения дифференциальных
уравнений с точностью, достаточной для инженерных расчетов.

МЕТОД РИТЦА-ТИМОШЕНКО
Метод основан на теореме Лагранжа, в соответствии с которой из всех

возможных распределений перемещений упругого тела истинными являются такие,
которые сообщают полной потенциальной энергии системы минимальное значение,
т.е.:

= + =U A V min .  (1)
Здесь A  − работа упругой деформации тела. Для случая изгиба тонкой

пластинки она имеет вид:
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Работа внешних сил V , действующих на пластинку, при отсутствии объемной
нагрузки равна
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Примем функцию прогибов пластинки в виде ряда
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где ( )=l lk k x, yj j  − некоторые заданные функции, lka  − коэффициенты, подлежащие
определению.

Выражая напряжения и деформации в (2) через функцию прогибов (4), после
подстановки функций (2)-(3) в выражение (1) оно будет квадратичной функцией
параметров lka .

Минимуму полной потенциальной энергии системы соответствует условие
равенства нулю её производных по параметрам lka ;
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, 1 2=k , ,...,n ; 1 2k , ,...,n= .  (5)

Каждое из уравнений (5) является линейным относительно lka . Таким образом,
получаем систему 2n  линейных алгебраических уравнений для определения
параметров lka .

Можно показать, что уравнения (5) выражают как условия равновесия, так и
статические граничные условия. В связи с этим при задании функций lkj , входящих
в выражение прогибов (4), обязательно удовлетворять лишь кинематические
граничные условия.

Подставляя найденные из (5) параметры lka  в (4), получим искомую функцию
прогибов пластинки.
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Полученное решение является приближенным. Сходимость ряда (4) к точному
решению можно повысить, принимая функции lkj  удовлетворяющими как
статическим, так и кинематическим граничным условиям, а также увеличивая число
членов ряда.

МЕТОД БУБНОВА-ГАЛЕРКИНА
Метод основан на свойстве ортогональных функций. Ортогональными на

отрезке a x b£ £  называются функции ( )1 xj  и ( )2 xj , для которых выполняется
условие

( ) ( )1 2 0
b

a

x x dxj j =ò .

Например, семейство функций
1,  cos(x),  sin(x),  cos(2x),  sin(2x), …, cos(nx),  sin(nx), …

является ортогональной системой на промежутке [–ߨ+ ,ߨ].
Если одна из функций, например ( )2 xj , тождественно равна нулю, то она будет

ортогональна к любой функции ( )1 xj . Например, функция

( ) IVx EIy qj = - ,
являющаяся левой частью дифференциального уравнения оси изогнутой балки,
тождественно равна нулю при всех значениях x , поэтому
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Если функцию прогибов ( )y x  заменить приближенно рядом
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то выражение IVEIy q-  уже не будет тождественно равно нулю, следовательно, не
будет ортогонально любой функции. Тогда потребуем, чтобы оно было ортогонально,
по крайней мере, к каждой из функций ij , составляющих ряд ny , т.е. чтобы
выполнялись условия

( ) 0IV
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EIy q dxj- =ò ,

1 2i , ,...,n=
Таким образом, получим систему n  линейных алгебраических уравнений для

определения n  коэффициентов ia , входящих в ряд.
Приведенные рассуждения применимы и к функциям двух переменных.
Рассмотрим функцию прогибов в виде ряда (4).
Потребуем, чтобы левая часть дифференциального уравнения изогнутой

срединной поверхности
4 0Ñ - =D W q   (6)

была ортогональна каждой из функций ( )lk x, yj  ряда (4). Эти условия для
прямоугольной области 0 x a£ £ , 0 y b£ £  приводят к следующей системе линейных
алгебраических уравнений:
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1 2=k , ,...,n ; 1 2=l , ,...,n .
Решение системы (7) дает значения коэффициентов lka  и, тем самым, функцию

прогибов.
Метод Бубнова-Галеркина позволяет более просто, чем в методе Ритца-

Тимошенко получить значения коэффициентов ряда (4). Трудности здесь связаны с
подбором функций lkj , так как они должны удовлетворять не только
кинематическим, но и статическим граничным условиям.

Методу Бубнова-Галеркина можно дать энергетическую интерпретацию. Левая
часть дифференциального уравнения (6) представляет собой проекцию на ось z
внутренних и внешних сил, действующих на бесконечно малый элемент срединной
поверхности пластинки. Функции lkj , входящие в ряд W, можно рассматривать как
возможные перемещения срединной поверхности. Тогда условия (7) выражают
принцип возможных перемещений – для системы с идеальными двусторонними
связями сумма элементарных работ внешних и внутренних сил на любом возможном
перемещении из положения равновесия равна нулю.

В этом смысле методы Ритца-Тимошенко и Бубнова-Галеркина равноценны и
приводят к одинаковым результатам, если функции lkj  выбраны удовлетворяющими
всем граничным условиям.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МЕТОДОМ БУБНОВА-ГАЛЕРКИНА
При изгибе пластинок любого очертания, защемленных по контуру, а для

прямоугольных пластинок – еще и шарнирно опертых по контуру, для потенциальной
энергии U можно получить следующее выражение
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Интегрируя и упрощая, получим


